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J Gdy nie wszystko sie sktada ...
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@ Obrét uktadu wspoétrzednych

Politechnika
Wroctawska

» Zaktadamy podstawowy uktad wspotrzednych o osiach x, y.
» Wokoét punktu o wykonujemy obrét. Nazywany go nowym uktadem o osiach ¢, 7.

» Bryta pozostaje nieruchoma. Analizujemy odlegtosci do punktu dm - jednego
wybranego w bryle.

Zwiazki pomiedzy wspotrzednymi:

¢ =ysina+ xcosa
(1)

7 = ycosa — Xsinq

gdzie « jest katem obrotu jednego
uktadu wzgledem drugiego.




J Moment bezwtadnosci dla osi O,

Pamietajac o momentach bezwtadnosci wzgledem osi uktadu x, y:

Ix:/y2dm, ’y:/X2dm, DXy:/XYdm

poszukujemy momentéw bezwtadnosci i dewiacji wzgledem w nowym uktadzie

wspotrzednych ¢, n:
IC:/nzdm, In:/gzdm, Dgn:/ngdm




@ Moment bezwtadnosci dla osi ¢

Podstawiamy zaleznosci z poprzedniego rysunku otrzymujemy:
le = /172 dm = /(y cosa — x sina)® dm
/(y2 cos® o — 2xy cos asin a + x*sin® @) dm =
coszoz/y2 dm — 2 cos asin a/xy dm + sinza/x2 dm
Z uproszczenia i podstawienia zaleznosci na momenty w uktadzie wspotrzednych x, y

otrzymujemy :

l¢ = Iy cos® a — Dyy sin 2av + Iy sin®

(6)




@ Moment bezwtadnosci dla osi n

W identyczny sposéb obliczamy moment bezwtadnosci dla drugiej osi:

[l = /Cz dm = /(y sina + x cosar)® dm = (8)
/(y2 sin? o + 2xy cos asin o + x> cos® ) dm = (9)
sinzoz/y2 dm+2cosasina/xy dm—l—coszoz/x2 dm (10)

Z uproszczenia i podstawienia zaleznosci na momenty w uktadzie wspoétrzednych x, y
otrzymujemy :

Iy = lxsin® & 4 Dy sin 2a + I, cos® v (11)J




[52J§ Moment dewiacji dla osi 7 ¢

W identyczny sposéb obliczamy moment dewiacji:

Dep = /(77 dm = /(y sina 4+ x cosa)(y cosar — x sina)) dm =

/(xycos2 a —x*cosasina + y?sinacosa — xy sin® ) dm =
Dy, cos® o — Dy, sin® a« — I, sin acos o + Iy sin «v cos
Po uproszczeniach otrzymujemy:

Ix—1, .
Y sin2a

D¢y = Dyy cos2a +




@ Komplet wzoréw

Przejscie z uktadu osi x, y do obréconego o kat o uktadu osi (, 1, ogblnie méwiac pomiedzy
dwom uktadami:

I, = lxsin® a 4 Dy sin 2a + I, cos® v (16)
l¢ = Iy cos® a — Dyy sin 2ax + Iy sin® (17)
b — 1,

sin 2« (18)

D¢y = Dyy cos2a +




Wizualizacja zmian momentéw w funkcji «

Przyktadowe przebiegi zmiany momentéw bezwtadnosci i dewiaciji:
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Punkt ekstremmum momentéw |

Dla pewnej wartosci kata obrotu o, uzyskujemy wartosci ekstremalne, momentéw
bezwtadnosci I i I,, a moment dewiacji D¢, sie zeruje.




@ Gtéwne momenty bezwtadnosci

Osie gtéwne
S3 to takie osie uktadu dla ktérych moment dewiacji sie zeruje a wartosci momentow
bezwtadnosci osiggajg skrajne ekstremalne wartosci.

Momenty gtéwne

Sa to momenty bezwtadnosci wyznaczane dla osi gtéwnych uktadu. Zazwyczaj oznaczane s3
za pomocy Imax i Imin lub Iy, I,.

DCn =0, IC = Iy = Imax, In =l = Inin (19)J




@ Centralne momenty i osie

Centralne osie

S3 to osie uktadu przechodzace przez srodek ciezkosci.
Moga by¢ one centralne i gtébwne zarazem ale nie koniecznie.

Centralne momenty bezwtadnosci

S3 to momenty liczone wzgledem centralnych osi uktadu. Mogg by¢ one gtéwne ale nie
koniecznie.




@ Wz6r na kat ao (D) = 0)

Warto$c¢ kata o jaka trzeba obrécic¢ uktad by dostaé gtdwne momenty bezwtadnosci
wyznaczamy z warunku:

D¢y =0 (20)
Podstawiajac do wzoréw uzyskanych poprzednio (18) otrzymujemy:

SN
0 = Dy, cos 2a, + , sin 2a (21)

Ostatecznie wyliczamy poszukiwany kat oy :

2D,,
tan 20 = (22)
T (k=)
1 —2D,,
= — arctan 2
oo = (,X,y> (3)J

gdzie Dy, Ix, I, sa momentami w wyjsciowym (nieobréconym uktadzie wspoétrzednych).



@ Gtéwne momenty bezwtadnosci

Po wyznaczeniu kata ato mozna obliczy¢ wartosci gtéwnych momentéw bezwtadnosci
wstawiajac go do wyznaczonych poprzednio rownan (16 i 17):

1
le(0 = 0) = max = b = Z(h ) + /(b = )* + (2D

Nl= N =

1
In(or = 0) = lmin =l = ~(h + 1) — 5\/(’x —1y)* + (2Dyy)?

Transformacje z osi dowolnych do osi gtéwnych nazywamy transformacja prosta.




@ Transformacja odwrotna

Zagadnienie odwrotne polega na wyznaczeniu wartosci momentéw bezwtadnosci w
dowolnie wybranym uktfadzie wspétrzednych obréconym o zadany kat w stosunku do osi
gtownych. Dziatania przeprowadzamy wychodzac z osi gtéwnych (dla ktérych moment
dewiacji jest 0) i obracamy sie do nowego uktadu.

Zamieniamy oznaczenia osi i podstawiamy:

’X = ’1, Iy = I2, D12 = ny =0 (26)

Po podstawieniu powyzszych do réwnan (16, 17, 18) otrzymujemy:

le = I, cos® a + I, sin o + O'sin 2 (27)

I, = lysin® a + I, cos® a — Osin 2 (28)
L =1, .

D¢y = 5 sin 20 (29)

Transformacje z osi gtéwnych do osi dowolnych nazywamy transformacja odwrotna. J




J Przykfad obliczeniowy

m, |

Zadanie 1.

Obliczy¢ momenty bezwtadnosci i dewiacji dla preta obréconego
o kat 60° w stosunku do osi wzdtuznej. Dane preta to m, I.
Szukane: I¢, I,), D¢y




J Przyktad obliczeniowy - transformacja odwrotna

m, | Co wiemy?
Z tablic lub poprzednich obliczen znamy momenty bezwtadnosci
i dewiacji w uktadzie x, y, jak na rysunku :
he =5 = D

Uwaga

Moment dewiacji w tym uktadzie jest rowny zero to oznacza, ze
s3 to jego osie gtéwne! Stad mozemy pisac: Imax = Ix , Imin = 1.

x




J Przyktad obliczeniowy - transformacja odwrotna

Korzystamy z wyprowadzonych wzoréw na transformacje
odwrotng ( z gtéwnych do dowolnych osi bezwtadnosci):

2 2 2
Ie =l,cos?a + l,sin o = % (\/75) +o= %

. 2 2
Iy, = lysin® a + I, cos? a = ﬂl4—0: %

D¢y = "=k sin2a = ‘[mé’ ‘[mlz
—_mk o _mP — V3
le =" Iy = 55 Doy = mP




J Przyktad obliczeniowy - transformacja prosta

W celu sprawdzenia obliczen rozwigzujemy zagadanie jeszcze raz - tym razem cofajac sie.
Tym razem znamy osie dowolne a potrzebujemy odszuka¢ osie gtéwne. Zamieniamy
oznaczenia ¢ na x i 7 na y tak by byty zgodne z wzorami wyprowadzanymi na poczatku.

A
i NP R Podstawiajac do wzoréw:
Imax = 2(lc + 1) + 3+/(Ix + (2Dy )2 =
2 2 2 2\ 2 2
m a%%wﬁ%—%) +(2me)" =

P P _ mP

oo

Imin = %(’x + ’y) - %\/(’X - ’y)2 + (2DXY)2 =

lmin = mle — mTIZ =0

\& ap = 3 arctan 2017 = Jarctan(—,/3) = —30°




J Przyktad obliczeniowy - transformacja prosta

Wyniki ze sprawdzenia pokrywajg sie z tym co byto na poczatku. PotwierdziliSmy tym
samym miejsce potozenia osi gtéwnych.

Ay

77
m, | ) . . .

’ Problemem jest tylko wyznaczenie ktéra to o$
maksymalnego momentu a ktéra minimalnego. Mozna
to "wyczué" lub zrobi¢ przez analize znaku momentu
dewiacji.

Dla Dy, > 0 08 maksymalna tworzy z osig x kat otwarty.
Dla Dy, < 0 0$ maksymalna tworzy z osia x kat ostry. J
/4 X
\i’?




J Bryty 3D - Elipsoida bezwtadnosci

P
Wi

Elipsoida bezwtadnosci - konstrukcja umozliwiajaca wyznaczanie momentow bezwtadnosci
wzgledem dowolnej osi przechodzacej przez Srodek masy bryly.



J Jak zobaczy¢ osie gtéwne?

P
Wi

Uwaga : dziata takze w warunkach ziemskich ... rzucanie telefonem nie jest najlepszym
pomystem :D J



https://www.youtube.com/watch?v=fPI-rSwAQNg

J Ptyta - momenty bezwtadnosci

Ptyta o wymiarach a i 2a.
Momenty bezwtadnosci:

I, = ma®
B 12

|, — m(za)* _ ma
Y 12 3
2 2
__ ma ma
= 3+12

> 1y > Iy

I; = ’ma)ﬁ Ix = Imin




C7]0 Jak zobaczy¢ osie gtowne?



https://www.youtube.com/watch?v=1n-HMSCDYtM
https://www.youtube.com/watch?v=L2o9eBl_Gzw
https://www.youtube.com/watch?v=fCaZlVDgaiI
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