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e Ruch obrotowy bryty sztywnej
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Szczegoblny przypadek kretu
Obr6t wokét osi

Rozpatrzymy przypadek obrotu uktadu punktéw materialnych wokot
ustalonej osi. Punkty sg roztozona jest po pewnej objetosci - do analizy
wybieramy jeden punkt elementarny o masie dm.

Az UT=dxrlubv=w-r (1)
% Elementarny kret wynosi:
dK =v-rdm=w-r-rdm (2)

Dla uktadu punktow:

Kz:/ dK:/w-r2dm (3)
M M
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Szczegoblny przypadek kretu
Obr6t wokét osi

Kz:/w-TQdm (4)
M

Poniewaz predko$¢ obrotowa jest taka
sama dla kazdego z punktéw bryty -
mozna ja wyciggna¢ przed catke i
otrzymac:

KZ:(,U/ r2 dm = wl (5)
M
gdzie I jest momentem bezwtadnos$ci dla

uktadu punktéw materialnych wzgledem
osi z.
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Przyktad 1
Kret bryly sztywnej

Ptyta kotowa o masie mp wraz dwoma ciezarkami o masie my4 obraca

sie wokét osi z z predkoscig obrotowa w. Jak zmieni sie predko$¢ wirowa-
nia jesli potozenie ciezarkbw zmieni si¢ z promienia r; na r,? Ruch

ciezarkéw odbywac sie bedzie na skutek dziatania sit wewnetrznych.

\ Y

Dane:
wi=10 1, mp= 2 (kg), ma= 0.2 (kg), ri=
0.1 (m), 72=0.3 (m), r3=0.45 (m).

Szukane:
w2=?
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Przyktad 1
Rozwigzanie cz. 1
Rozwigzujac korzystamy z zasady zachowania kretu dla uktadu punk-

tow materialnych. Poniewaz zmiana roztozenia masy odbywa sie bez
udziatu sit zewnetrznych to kret uktadu pozostanie staty.

2
Ky =Kp+2-Kg— Kp = M'le
Ka=mg-r{ w

(6)

\ Y

Dla drugiego potozenia:

_mB'T'2
Ky= Kp+2.Ka—{ EB="7""w
KA:mA-rg-wg

()

Poréwnujac krety mozemy zapisac:

K, = Ky = const. (8)
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Przyktad 1
Rozwigzanie cz. 2

2 2

%-wl—l—Q-mA'r%-wl:mBéLr‘g-w2+2-m,4-r§'w2 9)
mp - 73 2 mp - 13 2
w1 1 +2-my-17 | =ws 1 +2-mg-15 (10)
2
(222 2 ma-rd)
Wz = Wi Wi (11)

(mBT'T%+2'mA'T§)

Podstawiajgc dane numeryczne:

0.1014+2-0.2-0.12 1
=10- —766 (= 12
w2 0101 +2-0.2-0.32 <s) (12)
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Zasada zachowania kretu uktadu punktow - przyktady

Whiosek z poprzedniego zadania

Zmiana predkosci obrotowej zalezy od zmiany momentu bezwtadnosci
ukfadu punktéw materialnych a wiec od roztozenia masy.

Daniel Lewandowski (W10/k10) MECHANIKA 1. Dynamika ruchu obrotowego January 29, 2017 8/31


https://www.youtube.com/watch?v=2Oc-Ucx_4Ug

Przyktad 2
Kret bryly sztywnej

Ptyta kotowa o masie m, moze obracac sie bez tarcia wokot osi z. Na
jej obwodzie znajduje sie punkt materialny o masie m,.. W chwili czasu
t=0 oba obiekty pozostajg w spoczynku. Dla czasu t>0 rozpoczyna sie
ruch punktu m, po obwodzie ptyty z predkoscig wzgledna v,,. Obliczy¢
z jaka predkoscig bedzie obracac sie ptyta. Moment bezwtadnosci ptyty
I,.

%E Dane:
vy = 0.2 (%), my = 0.01 (kg),
/Jz—§ . =2 (kgm?), r = 0.5(m)

xr
> Szukane:
wp="?
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Przyktad 2
Rozwigzanie cz 1.

Jak wygladajg poszczegblne krety?
Kret punktu materialnego:

Uy -

K, =7 x mu, (13)
K,

i

Uwaga: v, - oznacza predkosc
bezwzgledna.

Nasz robaczek porusza sie pred-
koscig wzgledna #,, po obwodzie
piyty.
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Przyktad 2
Rozwigzanie cz. 2

Kret ptyty:

—

K,=13, (14)

Moment bezwtadnosci jest dodat-
nim skalarem wiec zwrot kretu
piyty jest zgodny ze zwrotem pred-
kosci wirowania. Kierunek obrotu
ptyty pojawia sie jako przeciwny do
kierunku ruchu punktu m..

Suma kretéw ptyty i robaczka:

K+ K, =0 = K,=—-K, (15)
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Przyktad 2
Rozwigzanie cz. 3
Liczymy kret catkowity:
Ky=1, -wy,, K,=m -7 v (16)

Predkos¢ bezwzgledng vy, obliczamy z réznicy ruchu ptyty i punktu:

UVp = Uy + Ty — Vp = Vyp — Uy = Vp = Uy — Wp * T (17)

Kret uktadu:

K=K,—K,=0

I -wp—my -1 (vy —vy) =0

My T Uy
wp N my - T2 JF Iz

0.01-0.5-0.2 1

= 200 U 00049~

“P = 0.01-052 + 2 s

(18)

Uy
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Ruch postepowy bryty sztywnej

Roéwnanie dynamiki

Roéwnanie dynamiki ruchu postepowego ciata sztywnego ma takg samg
postac jak réwnanie dynamiczne punktu materialnego o masie réwnej
masie catego ciata i poddanego dziataniu sit zewnetrznych dziatajgcych
na rozpatrywane ciato.

Uwaga: Sity te musza spetnia¢ warunek S~ M, = 0
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Ruch obrotowy bryty sztywnej

Roéwnanie dynamiki ruchu obrotowego wyprowadzimy z rdwnania kretu:

dK "
£ = iz — z z — 1z 1
7 (izl) M;, =M., K w (19)

Podstawiajgc wyrazenie na kret do pochodnej
otrzymamy:
(I, - w) dw

— M. LY - @
dt T (20)

Roéwnanie dynamiki ruchu obrotowego ciata

sztywnego:

I,e=M, (21)
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Ruch obrotowy bryty sztywnej

W szczeg6lnym przypadku brak jest momentéw od sit zewnetrznych lub
ich suma réwna sie zero M, = 0.

Wowczas otrzymujemy réwnanie:

d
Izezlzd—c::0:>€:02>w:const. (23)

€O oznacza iz takie ciato porusza sie ruchem obrotowym jednostajnym.

W og6inym przypadku gdy M, # 0 otrzymujemy réwnanie rézniczkowe,
ktére mozna rozwigzac¢ otrzymujac funkcje ¢(t).

W przypadku gdy M, = const. ciato porusza si¢ ruchem jednostajnie
przyspieszonym lub op6znionym.
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Réwnanie ruchu obrotowego bryty sztywnej

Rozwigzujgc rownanie dla M, = const. otrzymamy:

. - M, dé M,
I, ¢:Mz:>¢:1_ :d—fzj_ (24)
/d¢:/I it = 6=—"t+C) (25)

Warunki poczatkowe: ¢(t = 0) = wy, ¢(t = 0) = ¢y
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Przyktad 3

Ruch obrotowy i postepowy bryty sztywnej

Uktad dwéch ciat znajduje sie w spoczynku w chwili t=0. Ptyta kotowa
0 masie m; oraz prostopadtoscian o masie ms potaczone sg ling. Na
ciata dziatajg sity grawitacji, brak jest tarcia. Obliczy¢ réwnanie ruchu
dla ptyty kotowej oraz site w linie .

o
0 Dane:
my my = 100 (kg), me = 10 (kg), r = 1 (m),
Szukane:
B(t), S1—2
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Przyktad 3

Rozwigzanie cz.1

Ukfad rozdzielamy na dwie czesci poniewaz kazda z nich porusza sie

innego rodzaju ruchem. Oznaczamy wszystkie sity na rysunku.
Dla ruchu obrotowego ciata m; mozemy

napisa¢ réwnanie:

Dla ciata ms rownanie uchu postepowego:

| mg'fi‘:ZFi:MQ~i':G2—521 (30)

é% i=1
t Otrzymujemy w ten sposéb uktad réwnan.
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Przyktad 3
Rozwigzanie cz.2

Wykorzystujgc zwiazki ruchu puntéw na obwodzie kota, liny i masy ms:
d¢ dw

v:dt-r:w-r:j:, aO:E-r:ar:j}, Si2 = S (31)

Wstawiajac do uktadu roéwnan :

{IZ~82512'T

me-€-r=mg-g— Si2

_ 1€
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Przyktad 3
Rozwigzanie ¢cz.3

Ostatecznie otrzymujemy rownanie na przyspieszenie katowe:

mo-g-T mo-g-T 10-9.81-12 1

£ = = 3 = 2 = 163 -y

mo - 7«2 + IZ mo - ,',,2 + m12~r 10 . 12 + 10%1 S2
(33)

Sita w linie wynosi:
I, - 50 -1.635
Spp =25 = S = 8175 (N) (36)
T

Aby uzyskaé réwnanie ruchu masy m; nalezy rozwigza¢ réwnanie:

d
e = /dw:/1.635dt . W= 163514+ C) (37)

wt=0)=0 = 0=1635-C; = C; =0 = w=1.635-¢t (38)
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Przyktad 3
Rozwigzanie cz.4

Rozwigzujgc dalej:

2
%:1.653-t — /d¢:/1.653-tdt — ¢=1.635%+02 (39)
t2
BE=0)=0 = 0=16355 +Cp = =0 (40)
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Przyktad 4

Ciato sztywne w postaci preta oraz masy punktowej moze obraca¢ sie
wokot punktu 0. Do preta zamocowane sg sprezyna o sztywnosci k i ttu-
mik o thumieniu c¢. W chwili poczatkowej pret jest w pozycji pionowej (bez
wychylenia) ale posiada pewna predkoséé katowa ¢(t = 0).

D

a a a ‘

3

Dane:

m1 = 10 (kg), mo = g 1

k=100 (), c=5 (2), (0) = 0.2, 6(0) = 0 (rad)
Szukane:

w, — czesto$¢ drgan wiasnych, u — czestos¢ drgan
thumionych, ¢(t) — rownanie ruchu.

Ruch rozpatrzy¢ dla tzw. matych katow.
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 1
Pret zamocowany jest przegubowo co umozliwia jego obroty. Oznaczamy

sity jakie wystepujg w uktadzie.

Gr=mi-g, Gy =ma-g, Fs=kuxs, Fy=22c (42)

fe Réwnanie dynamiki ruchu obrotowego:

I-e=> M (43)
Momenty bezwtadnosci:

my - (4a)?

IL,=11+1,= +m1-a2+m2-(3a)2 (44)
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 2

Momenty sit biorgce udziat w ruchu:
> My = M, + M+ Mg, + Mg, (45)
/. Analiza dziatania momentu od sit sprezystosci:
H
Ms=—F;,-h=—k-asin¢-acos¢ (46)

Po uproszczeniu dla tzw. matych katéw
sing ~ ¢,cos¢ ~ 1

K M,=—k-a*> ¢ (47)
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 3

P

Moment od ttumika:
My =—F;,-h=—c-&-2a-cos¢
:Jbt:Ut:w-Qa:q'S-Qa

M; = —c- - (2a)?

Momenty od sit grawitaciji:

¢
Gh

Mg, =—-G1-a-sinpg=—-my-g-a-¢
/lé'g Mg, =—G2-3a-sing=—my-g-3a-¢

(49)
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 3

Piszac sumaryczne rébwnanie otrzymujemy:

I.-e = My + Mr + Mg, + Mg, (50)

. 2 . :
(mll(;a)—|—m1.a2+m2-(3a)2>¢:_k'a2'¢_c'¢'(2a)2 (51)
i g-a-d—ma-g-3a- o

Podstawiajgc dane numeryczne:

0.413-¢ = —16.696 - ¢ — 0.2 - ¢ (52)

Koncowa postaé¢ réwnania:

$+0.484- ¢ +40.426- ¢ =0 (53)
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 4

Analogia

Otrzymane réwnanie 53 jest rownaniem r6zniczkowym drugiego rzedu
o statych wspotczynnikach. Mimo wystepowania wspétrzednej katowe;j
¢ mozna je poréwnac¢ z rownaniem otrzymywanym dla uktadu

drgajacego liniowego punktu materialnego o jednym stopniu swobody.

A\ Roéwnanie dla punktu materialnego:
k |E_ c . . 2 . C k
| T4+2n-t+wijr =0 gdzie 2n = —,wy =/ — (54)
m m
N
o—1| wo — czestos¢ drgan wiasnych,
N ;U= \/wj—n? — czestos¢ drgan ttumionych.
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 5

Poréwnujac bezposrednio rownania :

i+ 2n-d 4 Wiz =0
¢ + 0484-¢ + 40426-¢ =0

Mozemy wyznaczy¢ czestos¢ drgan wtasnych:

wo = V/40.426 = 6.358(1) (56)

S

oraz czestos¢ drgan ttumionych:

w=\Jw} —n? = 6.353(%) (57)
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 6

Pozostaje rozwigzanie réwnania rdézniczkowego w celu wyznaczenia
funkcji ¢(t):

b+ 0.484 - ¢ +40.426 - ¢ = 0 (58)
Roéwnanie charakterystyczne:
A2 4+0.484 - A+ 40.426 = 0 (59)
A =0.484% —4-1-40.426 = —161.469 (60)
—0.484 V/161.469

Ogolna postac rozwigzania:

¢ = e (Cy -sin (Bt) + Cy - cos (Bt)) (62)
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Przyktad 4

Rozwigzanie cz. 7

Podstawiajgc do koncowej postaci rownania a i 3:
¢ = e 022y - sin (6.353 - t) + Oy - cos (6.353 - 1)) (63)

State C; i Cy nalezy wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych. Odpowied-
nio w chwili czasu ¢t = 0i ¢(0) = 0:

0= e 02920(C . 5in (6.353 - 0) + Cy - cos (6.353-0))  (64)

co daje Cy = 0. Dalej uzyskujemy wzér na predkos¢ z rézniczkowania
wzoru 63

¢ =—0.242.e7 022101 5in (6.353 - t) +e 0242101 .6.353 - cos (6.353 - 1)
(65)
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Przyktad 4
Rozwigzanie cz. 8

Podstawiajgc dla predkosci ¢(t = 0) = 0.2 otrzymujemy:
0.2 = —0.242-¢70242 0.0 5in (6.353 - 0)+e*2420.C1.6.353-cos (6.353 - 0)

(66)
stad C; = 0.0315 a koncowe rozwigzanie otrzymuje postac:
¢ =e 0221, (0.0315 - sin (6.353 - 1)) (67)
(] (]

Figure: Przebiegi zmian kata obrotu od czasu dla uktadu z ttumieniem i bez
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