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Uktady punktow materialnych - stopnie swobody

Ro6znorodne uktady punktéw materialnych potagczonych nieodksztatcal-
nymi i niewazkimi pretami lub odksztatcalnymi sprezynami.
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Uktady punktow materialnych

Stopnie swobody

Uktad punktéw materialnych

Zbiér punktéw materialnych, w ktérym potozenie kazdego punktu jest
zalezne od potozenia innych punktow.

Stopnie swobody

Stopniem swobody jest kazda zmienna pozwalajgca opisa¢ stanu
uktadu fizycznego, czyli potozenie jego poszczeg6inych czesci w
przestrzeni.

| A\

llos¢ stopni swobody:
@ 1 punkt materialny -> 3 stopnie swobody
@ n-punktéw -> 3*n stopni swobody

| A\
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Bryta sztywna

Uktad punktéw nieswobodny lub swobodny
W zaleznosci od przytozonych wiezéw lub ich braku.

Bryta sztywna

Uktad punktéw punktéw potgczonych w taki sposéb iz ich wzajemne
odlegtosci nie ulegajg zmianie. llos¢ stopni swobody dla uktadu swo-
bodnego - 6.
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Sity dla uktadu punktéw
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Ruch punktéw uktadu zalezny od sit zewnetrznych i wewnetrznych. Na
kazdy punkt A; dziata n — 1 sit S;; wobec czego sit wewnetrznych jest:

n(n—1) (1)
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Sity dla uktadu punktow - 2

Oddziatywanie masy m; na mase m; jest rowne co do wartosci jak m;
na m;. Wobec tego suma wszystkich sit wewnetrznych:

n n

S35, =0 @)

j=114=1

Podobnie jest dla sumy momentéw wzgledem dowolnego bieguna:

3
3

> M,(Sy) = ' () S8i) =0 3)
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Dynamika uktadu punktow

Punkt materialny uktadu mozna rozpatrywac jako punkt materialny swo-
bodny na ktéry dziatajg sity zewnetrzne i wewnetrzne jako oddziatywa-
nia wszystkich pozostatych punktéw uktadu.

Roéwnanie rézniczkowe dla i-tego punktu materialnego

Dla n punktéw bedzie to 3n réwnan rézniczkowych! Rozwigzanie takiego
ukfadu jest bardzo trudne i mozliwe tylko w szczegdlnych przypadkach.
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Srodek masy uktadu

Srodek masy uktadu to taki punkt ¢ o
wspétrzednych ., y., z. wskazywany
przez wektor wodzgcy 7.
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Srodek masy uktadu - 2

%

Srodek ciezkosci
Jezeli uktad punktow materialnych znajduje sie

w jednorodnym polu grawitacyjnym to $rodek
masy pokrywa sie ze Srodkiem ciezkosSci.

Daniel Lewandowski (W10/k10)

MECHANIKA 1. Dynamika uktadu punktéw m: January 29, 2017 9/39



Zasada ruchu srodka masy

Dla pojedynczego punktu réwnanie ruchu miato nastepujaca postac:
d2

7z (mif) =P+ ZS” (6)

Wypisujgc réwnania dla wysztkich n punktéw bryty oraz sumujac je do
jednego réwnania otrzymamy:

n d2 n R n o n .
D gmmid) =Y Pi+) > S (7)
=1 =1

i=1 i=1

gdzie: > ) " Si; = 0 poniewaz wszystkie sit wewnetrznych znoszg sie
im1 =1
wzajemnie.
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Zasada ruchu srodka masy - 2

Otrzymujemy z poprzedniego réwnania:

n d2 . n .
> o2 (i) = Y P (8)
=1 =1
Zaktadajac, ze zmiany masy w czasie nie istniejg mozna napisac
n d2 . n dZ’I:; d2 n B
W(mlr,) = Z m; dt2 = w (mzn) (9)
=1 =1 i=1 :

a dalej:
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Zasada ruchu srodka masy - 3

Sumarycznie mozna zapisa¢ wszystkie sity zewnetrzne jako jedng site:
> P=P (11)
i=1

a otrzymamy réwnanie opisujgce ruch sroda masy uktadu punktéw ma-
terialnych:

mi. = Py
md. = P = mij. = P,
mz. = P,
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Zasada ruchu srodka masy - 4

Podsumowujac:
@ Sity wewnetrzne nie maja wptywu na ruch srodka masy

@ Ruch $rodka masy nie zalezy od tego, gdzie sg przytozone sity
zewnetrzne (czyli od momentu ogdlnego tych sit wzgledem
jakiegokolwiek punktu).

Zasada ruchu srodka masy

Srodek masy kazdego uktadu punktéw materialnych porusza sie tak,
jakby byta w nim skupiona cata masa ukfadu i jakby do tego punkitu
przytozone byty wszystkie sity zewnetrzne.
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Zasada ruchu srodka masy - 5

Jezeli suma geometryczna sit zewnetrznych jest rowna zero (znoszag
sie lub ich brak) to:

P=0 = mi.=0 = G.=0 = .= const (12)

Zasada zachowania ruchu srodka masy

Jezeli suma sit zewnetrznych dziatajgcych na dany uktad punktéw ma-
terialnych jest rowna zero to srodek masy pozostaje w spoczynku lub
porusza sie ruchem jednostajnie prostoliniowym.

Zasada ruchu srodka masy pozwala wyznaczy¢ zmiane pedu ogélnego
ukfadu za pomoca pedu jednego tylko punktu ¢, w ktérym jest skupiona
catkowita masa m (ale o tym bedzie dalej).
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Ruchu Srodka masy - przyktady

Skok wzwyz - dlaczego w takiej dziwnej pozycji ?

» Fosbury Flop -> TED
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https://www.youtube.com/watch?v=RaGUW1d0w8g

Przyktady na ruch srodka masy uktadu
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Uktad mas przedstawiony na rysunku znajduje sie w spoczynku. Masy
m1, ma, ms potgczone sg niewazka, nierozciggliwg ling przeciaggnieta
przez krazki. Powierzchnie wspétpracujace sa gtadkie - brak tar-
cia. Wyznaczy¢ przesuniecie masy my jesli ciezar ms przesunie sie
o wysokos$¢ h ( na skutek dziatania sit wewnatrz uktadu).

Dane: m;= 10 kg,

mo= 20 kg, ms=15

kg, my= 10 kg,

a=30°, h=0.5 m.

< Gy JJ ms Szukane:

Przesuniecie masy

v 4Y 153 my Wzgledem uktadu

wspétrzednych xy.

E
>
h|

<
-
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Zadanie 1 - rozwigzanie cz.1

Zasada zachowania ruchu srodka masy

Korzystajgc z pozostawania w spoczynku uktadu nas mozemy napisac:

mi, =Y P = mi=)» Pn=0 (13)
= m.. =01 = m.x. = Cit + Co (14)
Z.=0,z. = const. — C1 =0,Cy = const. (15)
mz. = Oy = =z, = const. (16)

Oznacza to, iz mimo zmiany potozenia poszczegélnych mas srodek
ciezkosci catego uktadu musi pozostawac w tym samym miejscu.

Daniel Lewandowski (W10/k10) MECHANIKA II. Dynamika uktadu punktéw m: January 29, 2017 18/39



Zadanie 1 - rozwigzanie cz.2

Zadanie rozwigzujemy poréwnujac potozenie przed i po przesunigciu
ciezaréw mq, ms i mg. Srodek ciezkosci uktadu obliczamy na podstawie
sumy Srodkéw ciezkosci poszczegblnych mas wchodzacych w nasz

uktad.
1A 4
Te = - Z m;x; gdzie m = Z ™m; (17)
i=1 i=1

Uwzgledniajgc sity grawitaciji:

mgre =Y miga; (18)
i=1
4
Gr. = Z Gix; (19)
i=1
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Zadanie 1 - rozwigzanie cz.3

Y

U
A
YVYY

Zapisujgc potozenie przed przesunieciem (ag) i po przesunieciu (a1)
otrzymamy:

G(d+a0)+G2(b+a0)—|—G3ao+G4 a0+c ZGSL‘Z (20)

G(d hCOSOé—l—al)-l-Gz(b h+a1)+G3a1+G4 a1+c ZG%‘Z (21)
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Zadanie 1 - rozwigzanie cz.4

Poréwnujac powyzsze rébwnania otrzymamy:

Gi(d+ ap) + Ga2(b+ ag) + G ag + Ga(ap + ¢) =

22
G1(d — hcosa+ay) + Ga(b— h+ ay) + Gsay + Gy4(a1 + ¢) (22)
Przeksztatcajac i porzadkujgc otrzymujemy:

Gi(ap—aq)+Ge(ag—ar)+Gs(ap—a1)+Gyalag—a1) = —Gihcosa—Gah
(23)

(G1+ G2+ Gs+ Gy)(a—a1) = —Gihcosa — Gah (24)

—G1hcosa — Goh
— a1 = Ar = 25
a0~ * G+ G2+ Gs+ Gy (@)
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Zadanie 1 - rozwigzanie ¢cz.5

Podstawiajgc dane numeryczne:

~10-0.5-¥3 -920.0.5
Ax = 2 =—0.26 26
. 10+20+ 15+ 10 m (26)

Przyjmujac zwrot uktadu w lewg strone i poczatek uktadu dla ag = 0
otrzymujemy:

Ax =ag—ay (27)

—026=0—0a; = a; =0.26m (28)

Oznacza to iz klocek m, przesunie sie w lewg strone.
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Zadanie 1 - rozwigzanie cz.6
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Zadanie 1 - rozwigzanie cz.6

A
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Ped uktadu punktéw materialnych

Ped uktadu jest zdefiniowany jako suma poszczegdlnych pedow:

=1 =1

Suma peddéw

Ped catkowity H moze by¢ rowny zero mimo, ze jego poszczeg6ine
sktadowe nie sg zerowe. Suma peddéw dodatniego i ujemnego moze
sie znosic.

Analizujgc ped uktadu punktéw mozemy napisac:

n n

L i d 4 )
H = ;mwz = Zmzﬁ == Zmir,; = a(mirc) =mv. (30)

i=1 1=

gdzie: ¢ to Srodek masy uktadu, 7. to wektor opisujacy jego potozenie,
v wektor predkosci srodka masy.
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Zmiana pedu uktadu punktow materialnych

Analizujgc zmiane pedu uktadu otrzymamy:

dé{tﬂ”:mj}c:Px
dH d, N
o = g mie) =mic =Y F=P = { G =mj.=P, (31)
=1
de_m.Z:c:z

dt

Zasada zmiany pedu

Pochodna wzgledem czasu pedu uktadu punktéw materialnych réwna
jest sumie geometrycznej wszystkich sit zewnetrznych dziatajgcych na
punkty tego uktadu.
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Przyrost pedu

dH 5 S = M o 25
— =P = dH = Pdt = dH = Pdt (32)
dt Hq t1
— t2 —
AH=Hy— H, = Pdt (33)

t1

Przyrost pedu uktadu punktow materialnych jest rowny popedowi sumy
geometrycznej sit zewnetrznych. J
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Zasada zachowania pedu dla uktadu punktow

materialnych

dH -
v 0 = md. = H = mu, = const. (34)

Zasada zachowania pedu

Jezeli suma sit dziatajgcych na uktad punktow materialnych jest rowna
zero to ped ma wartos¢ statg. Oznacza to, ze Srodek masy ciata znaj-
duje w spoczynku lub porusza sie ruchem jednostajnie prostoliniowym.

Przydatne do ...
zagadnien dynamicznych i sit chwilowych. Przyktady za chwile.
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Zasada zachowania pedu - przyktady

lont

ubijacz

fadunek prochu

dziato 18 funtowe
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Zasada zachowania pedu - przyktady
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Kret uktadu punktéw materialnych

Inaczej moment pedu

Kret dla uktadu punktéw zdefiniowany jest jako suma poszczegdélnych
kretow:

( n
=1
Ko = ZK}O = Z(Fi x muv;) = ¢ Ky = ZKZ‘y (35)
; ; i=1

n
=1

Kret uktadu punktéw materialnych wzgledem osi uktadu
wspotrzednych x, y, z jest rowny sumie kretdw wszystkich punktéw
ukfadu wzgledem tych osi.
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Kret uktadu punktéw materialnych

Liczymy kret uktadu punktéw materialnych wzgledem dowolnego punktu
0. Mozemy go zapisa¢ nastepujaco:

n n
Ko=> mxH=> (5i—7) x H (36)
=1 =1

Liczgc pochodng kretu wzgledem czasu
otrzymamy:

n

Ko =
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Zasada kretu dla uktadu punktéw

Kontynuujac poprzednie rozwazania otrzymujemy:

Ko =Y (@i x Hi — iy x Hy)+ Y 7 x H; (38)
=1 =1
. n n
KQZZ(’L_)}' X m;U; — Vo XHi)—l-Z’Fi x P; (39)
=1 =1
. n
Ky= -7y x ZHZ + My (40)
=1

W przypadku gdy predkos¢ bieguna 0 jest réwna zero (zp = 0) lub
vp = U, wyrazenie vy x H = 0. Co daje:

Ry = M (41)
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Zasada zachowania kretu dla uktadu punktow

Z rdbwnania .
Ko = M, (42)

mozemy wysnué nastepujgcy wniosek:
Pochodna wzgledem czasu kretu uktadu punktéw materialnych wzgle-
dem dowolnego punktu O réwna sie sumie geometrycznej momentéw

sit zewnetrznych, jezeli punktem 0 jest punkt nieruchomy lub $rodek
masy ukfadu.

Przeksztatcajgc powyzsze rownanie otrzymamy:

= df?o

KO = W == MO — d[?(] == MO dt (43)
Catkujac dalej:
Ko . to .
/ ARy = [ My dt (44)
K t1
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Zasada zachowania kretu dla uktadu punktow

Ostatecznie otrzymujemy réwnanie :

— — — t2 —
AKy= Ky — Kig = My dt (45)

t1

Zasada zachowania kretu

Jezeli suma geometryczna momentow sit zewnetrznych wzgledem
punktu statego O lub $rodka masy wynosi zero, to kret uktadu wzgle-
dem tych punktéw ma warto$¢ stata.
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Szczegoblny przypadek kretu
Obr6t wokét osi

Rozpatrzymy przypadek obrotu uktadu punktow materialnych wokét ustalo
osi. Punkty sg roztozona jest po pewnej objetosci - do analizy wybier-
amy jeden punkt elementarny o masie dm.

Az T=dX7 lubv=w-r (46)

QE Elementarny kret wynosi:
dK =v-rdm=w-r-rdm (47)

Dla uktadu punktow:

KZ:/ dK:/w-TQdm (48)
M M
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Szczegoblny przypadek kretu
Obr6t wokét osi

Kz:/ w-r?dm (49)
M

Az Poniewaz predko$¢ obrotowa jest taka
gé sama dla kazdego z punktéw bryty -

! mozna ja wyciggna¢ przed catke i

otrzymac:

Kzzw/ r? dm = wl (50)
M

3? gdzie I jest momentem bezwtadnosci dla
7, , .
uktadu punktow materialnych wzgledem
osi z.
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Zasada zachowania kretu uktadu punktow - przyktady

Po co w helikopterze ogon ?

» Brak sity na ogonie -> Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=UlbFOP7kqXg

Zasada zachowania kretu uktadu punktow - przyktady

Jak kot spada zawsze na cztery tapy?
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https://www.youtube.com/watch?v=RtWbpyjJqrU

