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Uktad drgajacy o jednym stopniu swobody

Zatozenia i warunki:
@ Masa m [kg| zawieszona na sprezynie o
sztywnosci k [N/m)]
o Sita sprezystosci § = —k7
e Sita grawitacji G = mg
@ Ugiecie statyczne \s; = 72 [m)]

T @ Dodatkowa sita zewnetrzna P
o Najczesciej o charakterze okresowym
P = P, sin(wt), gdzie:
P, — amplituda sity wymuszajacej
w — czestosé sity wymuszajace;.
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Réwnanie rézniczkowe uktadu z dodatkowg sitg

Podstawiajgc do réwnania (1) otrzymujemy:
mi=S+G+P 2)
Uwzgledniajac warunki swobody dla uktadu, jedng os:
mi = —k(z + Agt) + mg + P, sin(wt) (3)
oraz ugiecie statyczne:

mi = —kx + P, sin(wt) (4)

Ostateczna postac rownania ré6zniczkowego

i+ wie = i sin(wt) (5)
m
gdzie czestos¢ drgan wiasnych:

s = (2 6)
m

v
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Rozwigzanie réwnania rézniczkowego

Roéwnania rézniczkowe (5) jest réwnaniem drugiego stopnia, o statych

wspétczynnikach, niejednorodnym. Jego rozwigzanie wyglada
nastepujgco:

Py
z(t) = C1 cos(wot) 4+ Casin(wot) + —

2 _ 2
mw; —w

sin(wt) (7)

P,
#(t) = —Crw, sin(wot) + Caw, cos(wot) + ang

cos(wt)  (8)

Przyjmujac warunki poczgtkowe w postaci:

z(t=0)==xz, oraz &(t=0)=1, 9)

wyliczamy state catkowania:

T wP, 1
Clzl‘o oraz ngl— aﬁ
Wo WeMw: —w

(10)
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Ostatecznie po podstawieniu statych catkowania otrzymujemy:

T
z(t) = x,co8(wet) + =2 sin(wyt) —
Wo
I+11
P,w

msinwot—l— (11)

sin wt
m(w2 — w?)

1V

@ [/ + II —drgania wtasne uktadu wynikajgce z przyjetych warunkéw
poczatkowych <x(t =0),z(t = 0)).

° — drgania o czestosci wiasnej uktadu w, zalezne od amplitudy
P, i czestosci sity wymuszajacej w.

@ [V —drgania wymuszone o czestosci sity wymuszajgcej w.
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Jak wptywajg poszczegdlne cztony rownania??

Rozpatrzmy zachowanie elementu ///-go, ktéry zapiszemy
w nastepujacej postaci:
Aisinw,t gdzie A; = (12)

Ay - amplitude sygnatu porownujemy do ugigcia statycznego Ay p,)s
ktére powstato by przy oddziatywaniu statej sity P,.

. P,
gazie Ay p,) = = (13)

Ay

Ast(P)

Podstawiajac:
P,w k Wy

=— = 14
i mwe(w?2 —w?) P,  w?2—w (14)
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Analiza cztonu — wspétczynnik jiy

Upraszczajg i przeksztatcajac do
wygodnej postaci wyrazenie na

A otrzymujemy:
M1 W
m=—s (15)
- ()
1 2 3 Wo

o Charakter zmian x; w zaleznosci od
stosunku czestosci .- pokazano na
rysunku obok. Wyraznie wida¢
asymptote gdy:

w

— =1 czyi w=w, M
Wo
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Analiza cztonu  -go

Zapisujemy element I'V-y w postaci:

Agsinwt gdzie As = (16)

As - amplitude sygnatu porownujemy do ugigcia statycznego Ay p,)s
ktore powstanie przy oddziatywaniu statej sity P,.

Ay . P,
= dzie ), =— 17
2 pw. g o(Pa) = (17)
Podstawiajac:
P, k w?
= V- = o 1
H2 mwe(w2 —w?) P, w2 —w? (18)

Daniel Lewandowski (W10/k10) MECHANIKA II. Drgania wymuszone January 29, 2017 8/33



Analiza cztonu — wspoétczynnik o

Upraszczajg i przeksztatcajac do
wygodnej postaci wyrazenie na o

A otrzymujemy:
2
2
_ ws _ 1
N2—w2_w2—1_(w>2 (19)
1 2 3 _ e

w  Charakter zmian u» w zaleznosci od

e stosunku czestosci o pokazano na
rysunku obok. Wyraznie widac
asymptote gdy:

w .
— =1 czyi w=w, M
Wo
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Rezonans

M2
1

Daniel Lewandowski (W10/k10)

Sley

Analizujac zaleznos$ci na juq i o, widaé
iz obie warto$ci rosng do
nieskonczonosci gdy: w = w, Inaczej
mowiac: jezeli czestosc¢ sity
wymuszajgcej nasz uktad w pokrywa
sie z czestoscig drgan wtasnych w,
tegoz uktadu, to amplituda jego drgan
ro$nie do nieskonczonosci.

Takie zjawisko nazywamy
REZONANSEM

Natomiast czestos¢ drgan
wymuszajgcych w = w, nazywamy
czestos$cig rezonansowa.
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Analizujac zachowanie cztonéw ///+IV mozemy napisac:

P,w

e b t
mwe(w2 — w?) SI.Wo? +

Py .
m sin wt (20)

v

sumujac i przeksztatcajac otrzymamy:

—Py(wsinwt — w,sint) %(—w% sin wot + sinwt) 1)

mwe(w2 — w?) w2 — w?

Rozpatrujgc zachowanie sie wyrazenia (21), ktére jest w granicy

nieoznaczone % musimy skorzysta¢ z reguty L'Hospitala. Zamieniamy

licznik i mianowniki wyrazenia na jego pochodne wzgledem w:
&(—w% sin wyt + t cos wt) R

m

lim

wW—rWoe 72w - Qm(JJO (Sln Wot - wot COsSs O.)Ot) (22)
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Rozwigzanie rownania ruchu (11) otrzyma w przypadku granicznym,
gdy w — w, nastepujaca postac:

L P, P, t
x(t) = x, coswet + Lo sin wyt — —~ 5 sin w,t + a%doz/ coswet  (23)
Wo mwg 2mw}
I+11 Y
Wraz ze wzrostem czasu cziony I, 1, , stajg sie pomijalnie mate

stosunku do cztonu IV. Przyjmujgc umownie za amplitude drgan
wyrazenie:
4o Lat
2mw,

W granicy tlim A=o00 (24)
— 00
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Amplituda w rezonansie

Amplituda drgan A ro$nie do
nieskonczonosci gdy czestosé

/\ [\ /\ /\ [\ ’ oddziatywania sity
AN /\ /\ wymuszajgcej pokrywa sie z

MAAAY \/ \/ \/ t czestoscig drgan wiasnych
obiektu w = w,. Méwimy wtedy,

ze obiekt wpadt w rezonans.

X

Rezonans

Rezonans uktadéw mechanicznych jest bardzo NIEBEZPIECZNY,
poniewaz wzrost amplitudy drgan doprowadza bardzo szybko do ich
zniszczenia. Przeciwdziatanie wystepowaniu rezonansu:

@ unikanie wymuszania sitami o czestosciach bliskich czestosci
wtasnych uktadu (pokrycia w wymuszeniem)

@ ttumienie drgan

V.

Daniel Lewandowski (W10/k10) MECHANIKA II. Drgania wymuszone January 29, 2017 13/33



Uktad drgajgcy o jednym stopniu swobody z

ttumieniem

Zatozenia i warunki identyczne jak dla uktadu bez
L ¢ thumienia z uwzglednieniem:
%0 ° W ukfadzie pojawia ttumienie (dyssypacja energii)
sie na skutek np. oporu o$rodka lub zewnetrznej sity
€T
m x

§ @ Wspétczynnik ttumienia staty — ¢
@ Sita ttumienia ? ma charakter wiskotyczny, zalezny
od predkosci o wartosci przeciwnej do predkosci i.

@ Dodatkowa sita zewnetrzna ?
o Najczesciej o charakterze okresowym
P = P, sin(wt), gdzie:

1

ML

P, — amplituda sity wymuszajacej
w — czestosé sity wymuszajgce;.

Q)
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Roéwnanie ruchu - wychodzgc z drugiej zasady dynamiki

Podstawiajgc sity do powyzszego rownania otrzymujemy:
mi=S+CG+B+T (26)
Uwzgledniajac warunki dla uktadu, 0o$ oraz ugiecie statyczne:
mi = —k(z+ A\st) — c& + mg + P, sin(wt)
mi = —kx — ci+ P,sin(wt) (27)

[ k P,
Wo =4/ — o= oraz = — (29)
m m m
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Rozwigzanie réwnania rézniczkowego dla uktadu

Z thumieniem

Réwnania rézniczkowe (28) jest réwnaniem drugiego stopnia, o
statych wspétczynnikach, niejednorodnym. Jego rozwigzanie wyglada
nastepujgco:

=z + T2 gdzie: r1 =1roexp " cos(ut + p,) (30)
x9 = Asin(wt — 0) (31)

State A i ¢ sg tak dobrane by réwnanie byto spetnione tozsamosciowo
i wynosza:

(32)
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Rozwigzanie ogdlne otrzymujemy ostatecznie w postaci:

2(t) = roexp ™ cos(ut + @) + \/( - 2(1)2 — sin(wt — 0) (33)
ws —w?) +4n‘w

g

11

1

Analizujgc powyzsze rownanie mozna opisa¢ wptyw poszczegolnych
cztondw:
@ Czton | — sg to zanikajgce drgania wiasne ukfadu

@ Czion Il — sg to utrzymujace sie drgania wzbudzane z czestoscig
sity wymuszajacej w
Az

SR A NAN
AVAVAV WV
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Charakterystyka amplitudowo—czestotliwo$ciowa

Amplitude sygnatu (wzér 32) mozemy przeksztatci¢ nastepujaco:

A — q xst

= (34)
J@ - e VO-PPER
gdzie:
w n m
/3:;, ’Y:w’ xst:% (35)

Wprowadzamy dla utatwienia wspotczynnik wzmocnienia amplitudy «:

a=— (36)
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Charakterystyka amplitudowo—czestotliwo$ciowa

Analizujgc wspétczynnik wzmocnienia amplitudy @ mozemy

narysowac krzywe rezonansowe pokazujgce charakterystyki w
zalezno$ci od wspoétczynnika ttumienia:

A
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Charakterystyka fazowa

Ttumienie ma silny wptyw na warto$¢ kata przesuniecia fazowego 4§

pomiedzy sita wymuszajaca a odpowiedzig uktadu, jego
przemieszczeniem x(t).

fan s — —2nw 2v6

w2—w 1-p2 (37)

180°
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Rezonans uktadu jednomasowego
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Wahadto — drgania

Daniel Lewandowski (W10/k10)

Roéwnanie rézniczkowe wahadta
matematycznego, bez uwzgledniania oporéw
ruchu, wyglada nastepujgco:

b+96=0 (38)

Przez analogie i poréwnanie z rownaniem uktadu
drgajgcego o jednym swobody mozemy zapisac:

d+w2p=0 gdzie wg:%, woz\/g(SQ)

Wazny wniosek

Czestos¢ drgan wahadta nie zalezy od jego masy
a jedynie od dtugosci ramienia r oraz
przyspieszenia ziemskiego g.
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Rezonans wahadta
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Katastrofa mostu Tacoma
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https://www.youtube.com/watch?v=lXyG68_caV4

Zrédta drgan

Zrédtem drgan w uktadach mechanicznych sa réznorakie sity, ktérych
pochodzenia nalezy szuka¢ w otaczajgcym dang konstrukcje
Srodowisku. Czesto zdarza sie, ze zrodtem drgan wymuszonych sg
sity, powstajgce wewnatrz uktadu mechanicznego a spowodowane
ruchem pewnych elementéw i ich bezwtadnos$cia. Przyktadem moze
by¢ silnik ktérego predkos¢ obrotowa moze wywotywaé drgania innych
powigzanych z nim elementdow.
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Naziemne testy helikoptera | - dziatanie rezonansu

» Chinook ground resonance 1 -> Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=vTRuWgoEFxo

Naziemne testy helikoptera Il - dziatanie rezonansu

» Chinook ground resonance 2 -> Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=-LFLV47VAbI

Czy Spiew moze zaszkodzi¢ ?

» Drgania kieliszka -> Youtube X » Drgania wywotane gtosem 2 -> Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=17tqXgvCN0E
https://www.youtube.com/watch?v=BE827gwnnk4

Wystepowanie rezonansu - drgania w samolotach

» Drgania samoloty 1 -> Youtube X » Drgania samoloty 2 -> Youtube
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https://www.youtube.com/watch?v=fa-MD773ZAQ
https://www.youtube.com/watch?v=jiN1dAdqQv4

Uktady ciggte a uktady dyskretne - réznica

Bardzo wazna uwaga: wiekszos¢ obiektow z jakimi sie spotykamy sg
uktadami ciggtymi o nieskonczone;j liczbie swobody. Skutkuje to

nieskonczong liczbg czestosci rezonansowych. Nie wystarczy wiec od
jednego uciec ...
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https://www.youtube.com/watch?v=1yaqUI4b974

Zabezpieczanie przed rezonansem

W niektorych przypadkach mozliwe jest wykorzystanie wykorzystanie

tzw. ttumika dynamicznego ktérego czesto$¢ pokrywa sie z czestoscig

rezonansowg chronionej konstrukgji. Przyktad z "naszego" podwérka -
Ktadka Zabia/Bielarska.
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http://www.wibroakustyka.com.pl/pdf/vortrag_wroclaw.pdf

Kolejny "tanczgcy most"

Jak wida¢ zagadnienie jest wcigz aktualne i pojawia sie do$¢ czesto.

i jeszcze jeden:
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https://www.youtube.com/watch?v=uWoiMMLIvco

Zakonczenie

Dziekuje za uwage i prosze o pytania.
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